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Resume : Dans cet article, nous penalisons la loi d'une araignee brownienne 
{A t ) t >o prenant ses valeurs dans un ensemble fini E de demi-droites concour- 
antes, avec un poids egal a exp(a,/v t Y t + jL t ), ou t est un reel positif, (atkjkzE 
une famille de reels indexes par E, 7 un parametre reel, X t la distance de A t 
a l'origine, N t (e E) la demi-droite sur laquelle se trouve A t , L t le temps local 
de (X s ) < s < t a l'origine, et Z t la constante de normalisation. Nous montrons 
que la famille des mesures de probabilite obtenue par ces penalisations converge 
vers une probabilite limite quand t tend vers l'infini, et nous etudions quelques 
proprietes de cette probabilite limite. 

Abstract : In this paper, we penalize a Walsh Brownian motion (A t )t>o (also 
called Brownian spider), which takes values in a finite set E of intersecting rays, 
with a weight equal to -J- exp(a.N t X t + jL t ), where t is a positive real, (ak)keE 
a family of real numbers indexed by E, 7 a real parameter, X t the distance from 
At to the origin, Nt (€ E) the ray on which A t is to be found, X t the local time 
of (A s ) Q < s < t at the origin, and Z t the normalization constant. We show that the 
family of the probability measures obtained by these penalizations converges to 
a limit probability measure as t tends to infinity, and we study some properties 
of this limit probability measure. 

Mots-cle : penalisation, temps local, araignee brownienne. 
Key words : penalization, local time, Walsh Brownian motion, 
classifications AMS : 60B10, 60J65 (60G17, 60G44, 60J25, 60J55). 

1 Presentation du probleme et des principaux re- 
sultats obtenus 

1.1 Introduction 

Recemment, de nombreuses etudes de penalisations du mouvement brownien 
ont ete effectuees, en particulier par B. Roynette, P. Vallois et M. Yor (voir 

IRw asj, IBgS iSSi, |RVYnH|. [RVYnfihj. IRVYnfop. 

Dans [RVY05 , les penalisations etudiees sont des fonctions de la valeur X t at- 
teinte par un mouvement brownien en un temps t, et de St, supremum sur 
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[0,i] de ce mouvement brownien. Plus precisement, on considere une famille 
de mesures de probabilite (W(*)) t >o sur C(R+,R) verifiant, pour tout A t ap- 
partenant a la tribu Tt engendree par pCOsefo.i] ((^t)t>o etant le processus 
canonique de C(R + ,R)) : 

1 t] W[f(X t ,S t )] 

oil St est le maximum de X s pour s £ [0, t], W la mesure de Wiener, et / une 
fonction de R 2 dans R+. 

B. Roynette, P. Vallois et M. Yor montrent alors que pour certains choix de 
la fonction /, il existe une mesure de probabilite W^ 00 ) (dependant de /) sur 
C(R+, R) telle que pour tout s > et tout A s € F s '■ 

WW(A.) -» W(°°)(A S ) 

t — >oo 

Un des cas ou cette convergence a lieu est celui ou f(a, y) = exp(Ay + /id) avec 
A, fj, e R. 

Par un changement de mouvement brownien, les resultats de |RVY05| peuvent 
etre adaptes au cas ou St est remplace par L t (temps local en de (X u ) u < t ), 
et X t par L t — \X t \ ; en effet, le theoreme d'equivalence de Levy affirme que 
(S t - X t , S t )t>o a meme loi que (\X t \, L t )t>o- 

Dans ces conditions, les poids exponentiels etudies dans [RVY05J prennent la 
forme : -t^- exp(a|X t | + r yL t ) ou a et 7 sont des parametres reels, et Z t est la 
constante de normalisation. 



Le but de notre article est de generaliser l'etude de ces penalisations exponen- 
tielles a toutes les araignees browniennes prenant leurs valeurs dans un ensemble 
fini de demi-droites concourantes. 



1.2 Quelques rappels et definitions 

Dans ce paragraphe, nous allons definir le cadre general dans lequel on peut 
construire les araignees browniennes (etudiees dans |BPY89aJ et [Wal7Hj), et 
nous enoncerons plusieurs proprietes de ces processus, utiles par la suite. 



a) Soit (E, jit) un espace de probabilite fini ; on suppose /i({m}) > pour tout 
to € E. Cet espace de probabilite est fixe une fois pour toutes dans cet article ; 
par consequent, nous omettrons en general d'indiquer la dependance en (E,/j,) 
des quantites et des mesures de probabilites que nous introduirons. 

On considere, sur l'espace R# = {(0, 0)} U (Ri_ x E), la distance d definie par : 

d((x, k), (y, I)) = \x- y\l k =i + (x + y)l k ^i 

Cette distance permet de considerer Ce, espace des fonctions continues de R+ 
dans Re, et de munir cet espace de la tribu Te associee a la topologie de la 
convergence uniforme. 

b) Nous designons par (A t = (X t , N t ))t>o le processus canonique (a valeurs 
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dans Re) associe a l'espace (Ce,T~e) et nous notons, pour tout t £ R + , Tt la 
sous-tribu de Te engendree par (A s )o< s <t- 

Pour (x,k) £ R_b, on peut alors considerer, sur Ce, la mesure de probabilite 
W( Xj fc), sous laquelle (A t )t>o est une araignee brownienne issue de (x,k). 

c) Rappelons (voir |BPY89a| l que cette araignee brownienne est un proces- 
sus de Feller qu'il est possible de caracteriser par son semi-groupe (Pt)t>o ', pour 
toute fonction / borelienne bornee : 



P t f(x,k) = fi m dyp t (x + y)f(y,m) + dy(p t (x - y) - p t (x + y))f(y,k) 



avec [i m = \i({m\) (notation conservee dans la suite de Particle) et pt{a) — 



d) Pour tout (x, k) £ He, le processus (X t )t>o, sous ~W( x ,k), est un mouve- 
ment brownien reflechi issu de x. 

D'autre part, si To = inf{i > 0,X t — 0} et si X est l'ensemble des intervalles 
d'excursion de (X t )t>T , N t est constant sur chaque intervalle I S X et on peut 
done poser N t — Nj pour t £ I . On montre alors que conditionnellement a 
(X t )t>o, les (Nj)j e x sont des variables aleatoires independantes de loi /u. 
En particulier, pour tout t > 0, conditionnellement au fait que T < t, N t est 
une variable aleatoire de loi fi, independante de (X s ) s >o- 

e) Dans notre etude de l'araignee brownienne, interviennent des processus a 
valeurs reelles appeles processus bang-bang. 

Par definition, un processus bang-bang de parametre 7 > est un processus 
(Yt)t>o, suppose issu de zero dans cet article, et verifiant Pequation differen- 
tielle stochastique : 

dY t = -~/sgn(Y t )dt + d[3 t 
oil (3 est un mouvement brownien standard. 

Un tel processus admet une probabilite invariante, egale a la loi d'une vari- 
able exponentielle symetrique de parametre 27, et son temps local en zero, pris 
jusqu'a l'instant t, est p.s. equivalent a jt, quand t tend vers l'infini. 

De plus, la propriete suivante nous sera utile par la suite : si (Y t ) t >o est un 
mouvement brownien avec drift 7 > issu de 0, et si on pose, pour tout t £ R + , 
St = sup{Y Sl s £ [0, t]}, alors le processus (St — Y t )t>o est la valeur absolue d'un 
processus bang-bang de parametre 7 (voir [TTS99J1. 

Pour des discussions plus generales sur les processus de ce type, et en parti- 
culier sur leur semi-groupe, voir egalement [KS88J. 

1.3 Definition des penalisations etudiees et enonce des 
theoremes principaux de Particle 

Apres avoir defini la loi de l'araignee brownienne, nous lui appliquons les change- 
ments de probabilite suivants : pour a = (ai)i € E une famille de reels indexes 



meE 





1 c -a 2 /2t_ 
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par E, 7 € R et t e R + , on pose 

K7) W (t) _ cxp(aAr t X t + jL t ) 



:.W, 



W( ,o) [cxp(aAr t X t + jLt)] (0,0) 
ou L t est le temps local en de (X s ) s < t ■ 



L t = liminf- 



1 /■' 

(en fait, la limite inferieure ci-dessus est presque surement une limite). 

Le but de notre article est de prouver les theoremes suivants : 

Theoreme 1 : // existe une mesure de probabilite ("^W^ 00 ) (sur la tribu 
engendree par les T s , s £ R+ ), telle que pour tout s G R+ et tout A s e T s : 

(«.t)wW(A s ) -> ( Q 'T)W(°°)(A S ) 

t—>oc 

De plus, on a : 

(«.7) W (oc) (As) = W(q o) [i As M(a, 7 , X„ N S ,L S , s)} 
ou la fonction M est donnee par le tableau suivant : 



Conditions sur a, 7 



7 > ctm pour tout m et 

7 > 



a m = max(a) = a ssi 
m e J (J C E ct J 7^ 
0), a > 7 et a > 



7 = 0, a m < pour 
tout m G E 



a m = si m G J (J C 
£et 0), a m < 
sinon, et 7 < 



a m < pour tout m € 
£ et 7 < 



M(a, 7, x, fc, Z, s) 



o7 (;- x )-s 7 72 



g E Sinh ( aa: ) 1 fc£. 



S 7 ' 1 + 



TTt^ xlkeJ 

-ae.J , 



7 ir+ E S 

\ 2j Mm -5 -J 

\ meE rn ' 



En particulier, pour tout s, la restriction de ( q <t)w(°°) « J? a est equivalente a la 
loi de I'araignee brownienne sur [0,s], et la famille (M(a, 7, X s , N s , L s , s)) s >o 
des densites obtenues est une T s -martingale sous W( .o)- 



Theoreme 2 : Le processus canonique (A s ) s >o sous ("^W^ 00 ) peut etre decrit 
de la maniere suivante : 
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- Si 7 > et 7 > a m pour tout m, (X s ) s >q est la valeur absolue d'un processus 
bang-bang de parametre 7, et la loi de (N s ) s >o conditionnellement a (X s ) s >q 
est la meme que sous W( ,o) •' les variables (Nj)j e j (I etant Vensemble des 
excursions de X) sont independantes de loi \i. 

- Si a — max(a) > 7 et a > 0, (X s ) s >q est un processus dont la loi a une 
densite egale a ^pexp^Loo) par rapport a celle de la valeur absolue d'un 
mouvement brownien avec drift a (dont est le temps local total sur tout 
R+ ), et (N s ) s >o est obtenu en effectuant la meme demarche que pour V araignee 
initiale, puis en conditionnant le resultat par le fait que la derniere excursion 
de (A s ) s >o se situe sur une branche m verifiant a m = a. 

- Si 7 = et a m < pour tout m, (A s ) s >q est une araignee brownienne. 

- Si 7 < et a m < pour tout m, on considere (Y s , R s ) s >q une araignee browni- 
enne, e une variable exponentielle de parametre \j\ independante de {Y s ,R s ) s >q. 
r e I'inverse du temps local de (Y s ) s >o c,n e, (Y s ) s >o un processus de Bessel de 
dimension 3 issu de et independant des variables precedentes, V une variable 
aleatoire (egalement independante des precedentes) definie sur E, et verifiant les 
egalites suivantes pour m G E : 

keJ 

si J = {m e E, a rn = 0} est non vide, et 

1, ( hi + v 



P(V = m) = 



\c 

keE 



keE 



si J = 0. 



Dans ces conditions, le processus (X Sl N s ) s >q a meme loi que (X s , N s ) s >q, avec 
(X S ,N S ) = (Y S ,R S ) pour s < r e , et (X s+Te , N s+Ts ) = (Y S ,V) pour s > 0. 



Les Theoremes 1 et 2 constituent une etude asymptotique complete des pe- 
nalisations exponentielles donnees au debut de la section. 

On remarque que dans le cas ou max{a m ,m € E} > et 7 = 0, la densite de 
la restriction de ("•°)W^ 00 ) a T s (s > 0), par rapport a celle de W(o,o)> es t le 
produit d'une fonction de s par une fonction de A s . 

Afin de comprendre ce resultat, on peut alors se demander pour quelles mesures 
de probabilites sur Ce une telle propriete a lieu. Le theoreme suivant repond a 
la question dans le cas ou les densites de probabilite sont suffisamment regulieres. 

Theoreme 3 : Soit v une mesure de probabilite definie sur Ce, differente 
de W( ,o)- 

On suppose que pour tout s > 0, la densite de la restriction dev dT s par rapport 
a celle de W( . ) existe et s'ecrit sous la forme : 

g(s,X s ,N s ) = h(s)f Ne (X s ) 
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avec f m e C 2 (R+), / (0) = / m (0) = 1 pour tout m e E, et h e C 1 (R + ). 

Dans ces conditions, il existe (3 > tel que h(s) — e~ s/3 I 2 pour tout s > 0, 

et la mesure v est une combinaison lineaire a coefficients positifs des mesures 

O* ',o)^y(oo)^ q ^ p 0ur i ou i m £ E ; a' 1 ™- 1 est donne par o£>™) = (3 si m — m' et 

(to) n 
a m , — smon. 

1.4 Interpretation heuristique des differents cas du Theoreme 
2 

Les resultats donnes dans le Theoreme 2 montrent que les processus obtenus 
dependent de maniere assez complexe des parametres a et 7 definis precedem- 
ment. C'est pourquoi nous allons en donner une interpretation heuristique. 

- Dans le premier cas du theoreme, 7 > est le plus grand des parametres 
de la penalisation ; de ce fait, son influence domine celle des (ct m )m£E, et la loi 
limite obtenue ne depend que de 7. 

Le processus canonique, sous cette loi limite, a alors tendance a rester pres de 
l'origine, pour que son temps local en zero de {X t ) t >o soit asymptotiquement 
plus grand. 

Cette attraction vers Porigine correspond bien au comportement d'un processus 
bang-bang. 

- Dans le deuxieme cas, l'influence qui domine est celle du plus grand coeffi- 
cient a : le processus canonique, sous la nouvelle loi de probabilite, reste (a 
partir d'un certain temps) dans une des branches m € E telles que a m — a, 
De plus, la penalisation exponentielle dominante est fortement liee a celle qui 
transforme un mouvement brownien standard en un mouvement brownien avec 
drift a, ce qui explique l'intervention de ce mouvement brownien avec drift dans 
la loi de (X t ) t >o- 

- Dans le troisieme cas, on pourrait penser que la penalisation a tendance a 
empecher le processus de trop s'eloigner de l'origine. 

En realite, la penalisation etudiee est uniquement fonction de (X t , N t ), et le fait 
que Ton fasse tendre t vers 1'infini annule, a la limite, Peffet de cette penalisa- 
tion ; le cas est analogue a celui d'un pont brownien sur [0, t] (t tendant vers 
1'infini) restreint a un intervalle fixe [0, s] : ce processus tend, en loi, vers un 
mouvement brownien (voir [RVY05 ). 

- Dans le dernier cas, la penalisation du temps local a l'origine (7 < 0) domine, 
de sorte que le processus etudie reste dans une m6me branche a partir d'un 
certain temps ; d'ou l'intervention d'un processus de Bessel de dimension 3, qui 
n'est autre qu'un mouvement brownien conditionne a rester positif sur tout R+. 

1.5 Un petit guide de lecture de l'article 

- Dans la suite de cet article, nous demontrons les trois theoremes principaux, 
dans l'ordre ou ils sont enonces. 

Plus precisement, nous effectuons une etude prealable de la quantite : 
W( Xi k)[exp(ajv t JQ + jL t )] dans la Section 2, etude necessaire a la preuve du 
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Theoreme 1 qui est achevee dans la Section 3. 

Les Sections 4 et 5 sont consacrees respectivement aux demonstrations des 
Theoremes 2 et 3. 



- On trouvera dans les preuves ci-dessous un certain nombre d'etudes de cas, 
selon les valeurs des differents parametres. Une telle structure des demonstra- 
tions parait inevitable, compte tenu du nombre assez important de ces parametres. 
Dans |HYf)4| et |RVY 05]. on peut egalement voir des situations ou interviennent 
des distinctions de cas, analogues a celles rencontrees dans cet article. 

- Comme nous venons de l'evoquer ci-dessus, un certain nombre d'estimations 
assez elementaires (Propositions 2.1, 2.2, et 2.3, Lemmes 2.4, 3.1 et 3.2), se 
ramenant assez rapidement a une etude du mouvement brownien, sont faites 
prealablement aux demonstrations des Theoremes 1 et 2. 

Nous conseillons au lecteur de faire une premiere lecture rapide de ces estima- 
tions, puis de se concentrer sur les demonstrations des theoremes principaux de 
Particle, quitte a revenir ensuite sur la preuve des resultats de la Section 2 et 
du Paragraphe 3.1. 



2 Etude de l'expression *W( x ^[exp(aN t X t + jL t 
2.1 Enonce des resultats obtenus 

Afin de prouver l'existence de ( q 'T)w(°°\ nous allons commencer par definir 
une expression qui majore Z(a, 7, x, k, t) — W( X) fc)[exp(o!jv t X( +jL t )] tout en 
etant equivalente a cette quantite quand t tend vers l'infini. 

Pour cela, introduisons les deux quantites I(/3, 7, x, i) et J((3,x,t) (/3,7 G R, 
i,( £ R+), donnees par les egalites suivantes : 

1(0, 7, x, t) = E x [exp(/3|r t I + jL t )l To < t ] 



J(J3,x,t) = E a [exp(/3r 4 )l To 



ou, sous P x , (Y t )t>o est un mouvement brownien issu de x, L t le temps local en 
zero de (Y s )o<s<t, et T = inf{s > 0, Y s = 0}. 

De plus, posons : 

" 2 x I 2 



J*(/3,x,t) = ^-^^1^ + ^2:1/3=0 + 2sinh(/3a;) exp(t/3 2 /2)l/3>o 
et definissons la quantite I*(f3,j,x,t) par le tableau suivant : 
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1 V>T1 n 1 1 1 r>n O CUT* l~i <~\l 
V^UIlLLLLlUIlo o Lll fJ cl [ 


r*^/9 'v t f"i 

i ^p,7,x,ij 


/?, 7 < 




3 = 0, 7 < 


HI V ~ l 


7 = 0, 3 < 


i /T 

l/3| V *■* 


/3 = 7 = 


1 


/3 > 0, 3 > 7 


_J_ , /X 4. _2P_ p -0x+tf3 2 /2 
/3- 7 V ft + /3- 7 e 


7 > 0, 7 > /3 


_J_ , /X + ^7_ p -7^+*7 2 /2 


7 = /?>0 


7v /^ + 2(t 7 2 + l) e -7x+t 7 2 /2 



Si on pose : 

Z*(a,-f,x,k,t) = ^2fi m I*(a m ,-f,x,t) + J*(a k ,x,t) 

meE 

on a alors les trois propositions suivantes : 
Proposition 2.1 : Pour tous 3 € R et x R+ : 
J(/3, x, i) < J* (/?, x, i) powr tout t > 0. 

J(/3,x,t) est equivalent a J*{3,x,t) quandt tend vers I'infini. 



Proposition 2.2 : Pour tous 3, 7 € R et x £ R+ : 

I(0,j,x,t) < I*(3,^,x,t) pour tout t > 0. 

I{3,~i,x,t) est equivalent a I*(8,^y,x,t) quand t tend vers I'infini. 



Proposition 2.3 : Tow ioMS a G R , 7 € R, i £ R + et k e E : 

Z(a, 7, x, fc, i) < Z* (a, 7, fc, i) powr £om£ t > 0. 

Z{a, r y,x,k,t) est equivalent a Z*{a,^,x,k,t) quandt tend vers I'infini. 

Remarquons tout de suite que les Propositions 2.1 et 2.2 entrainent la Proposi- 
tion 2.3. 
En effet, on a : 

Z(a,j,x,k,t) = A 1 + A 2 

avec 

M = W (x ^ k) [cxp(a Nt X t + -/L t )l To <t} 

M = W ix ^ k} [exp(a Nt X t + 7i t )l To>t ] 

oil To = inf{s > 0, X s = 0}. D'apres la propriete d) de l'araignee (donnee au 
debut de Particle), conditionnellement au fait que To < t, N t est une variable 
de loi n, independante de (X t ,L t ). Comme, d'autre part, (X s ) s >o sous W( x fe ) 
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a meme loi que (|Y],|) s >o sous P x , on a : 

A x = y^fi m I(a m ,^,x,t) 

Par ailleurs, si (X s ) s >q ne s'annule pas avant t, il est evident que L t = et 
N t = k. 

On a done A 2 = J(ak 7 x,t), et il en resulte l'egalite suivante : 

Z(a,-f,x,k,t) = ^2^ m I(a m7 -f,x,t) + J(a k ,x,t) 

qui entraine la Proposition 2.3, en supposant vraies les Propositions 2.1 et 2.2. 

II nous reste done a demontrer ces deux propositions, ce qui est fait dans les 
Paragraphes 2.2 et 2.3. 

2.2 Preuve de la Proposition 2.1 

Le principe de reflexion implique : 

Jifi,x,t) = E x [e^l To>t ] = E x [e 0Y n Yt>o ] - F, x [e 0Y n Yt>o , To <t] 
= E x [e' 3Y n Yt>0 }-E x [e-^l Yt<0 } 

= 1 / l e -((x-v f/2t)+f3y _ e -((x+y f /2t)+f3y )d 

Supposons (3 < : De la majoration immediate : 

e -(x-y f/2t _ e -( X+V ) 2 /2t < (g + y? _ (g - y? = 

~ 2t 2t t 

on deduit l'inegalite : 

J{p,x,t)<^xf^ ye^dy = = J* ((3, x, t) . 

Par ailleurs, on a les encadrements suivants : 

_ (x - y f < (X _„)V« < j _ (x-y? , (g ~ ?/) 4 
2t 2i 8i 2 

_ {x + yf {x+yf/2t {x + y? {x + y) A 

2t - - 2t + 8t 2 

ce qui implique : 

(•>■- //.)'. 

/o 



J*(j3,x,t) - J(f3,x,t) < -L f° { -^^e^dy - xH^C^x) 

\J2itt Jo ot^ 



ou, pour tout u < 0, C(m) = J °°(l + y) 4 e uy dy est fini. 

J*(/3,x,t) est done a la fois un majorant et un equivalent de J{j3,x,t) quand 
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t —* oo (x etant fixe) : la Proposition 2.1 est done vraie pour /3 < 0. 
Supposons /3 = : On obtient ici 

J(p, x ,t) = -L= f X e~y 2 / 2t dy 
V 2nt J- x 

expression admettant bien comme majorant et comme equivalent : 

[~2~ 

J*(0,x,i) = \ — x 



quand t tend vers l'infini. 

Supposons (3 > : On a Pegalite suivante : 



Or 



1 / ( p -((x-y) 2 /2t)+f3y _ e -((x+y) 2 /2t)+^ dy 

>/2nt J-oo 
1 f°° 

L= f ( e -((^) 2 /2t)+^_ e -((^) 2 /2t)+^ )dy = _J ( _ / 3 72 ,^ ) 

2irt J-oo 



V2irt . 
D'oii Pegalite : 

J(0, x, t) = J(-0, x,t) + 2 s\nh{f3x)e tp2 /2 
quantite qui admet comme majorant et comme equivalent : 

J* (fi, x,t) = 2 smhiPxyP 2 ' 2 + \f^^ 
Nous venons done de prouver la Proposition 2.1 dans tous les cas. □ 
2.3 Preuve de la Proposition 2.2 

Afin de demontrer cette proposition, nous allons donner quelques resultats sur 
la loi jointe de (|lt|,L t ), lorsque (Y t ) t >o est un mouvement brownien issu de x 
et (L t )t>o son temps local en zero. 

Plus precisement, en notant (pour tout x € R-+), P x la loi d'un mouvement 
brownien reel issu de x, (Y t )t>o le processus canonique de C(R+,R) et L t son 
temps local en 0, nous allons prouver le lemme suivant : 

Lemme 2.4 : Avec les notations precedentes : 

- Pour toutx > 0, P x [L t +\Y t \ e dz,L t > 0] = J^z(x+z) cxp l x >odz. 

- Conditionnellement au fait que L t > 0, Ot = est une variable uni- 
forme sur [0, 1], independante de L t + \Y t \. 
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Autrement dit, on a, pour l,y > : 

P x (Lt €dl,\Y t \e dy) = + x + y) cxp ^- £±£±1^ dydl 

Preuve : En effectuant une integration par rapport au premier et au dernier 
temps d'annulation de (Y s ) s < t , et en appliquant la propriete de Markov au temps 
T = inf{£ >0,Y t = 0}, on obtient, pour tous y € R + et I > : 

P x (\Y t \edy,L t edl)= I P X (T Q e d Sl )P (\Y t _ Sl \ edy) ... 

si+s 2 <t 

... P„( sup {u|y u = 0} G d S2 (t- s 2 ),L t _ Sl e d/||y t _ si | = y) 

0<u<t-si 

Par un renversement du temps effectue sur le pont brownien : 

P x (\Y t \edy,L t edl) 

= J P*(T G d Sl )P y (T G ds 2 ,L t ^ Sl G <fl,|Kt- ai | G [0,dy]) 

Sl+«2<* 

= y Px(T G d Sl )P a (T G d S2 )P (|r t _ Sl _ S2 | G [0,dy],L t _ ai _ aa G <H) 



Sl+S 2 <* 



= / 2< * y =P z (To G dsi)P„(T G rfs 2 )P (i 4 - Sl - S2 G <a|y t _ ai _ aa 

7 y/2n(t- s i ~ s 2j 

Sl+S 2 <t 

Or laloi du temps local d'un pont brownien sur l'intervalle de temps [0, t— s\ — s 2 ] 
est connue : c'est la loi (dite de Rayleigh) de la racine carree d'une variable 
exponentielle de parametre 2 ^_ s 1 i _ S2 - ) ■ 
On en deduit : 

f 2le~ 1 ' ! /2(*-si-s2) 
P x (\Y t \edy,L t edl)= / dydl P X (T e d Sl )P v {T e ds 2 ) 

J v 27r (* ~ s i ~ S 2) 

Sl+S2<* 

= 2dydl J P x (neds 1 )P y {T eds 2 )D l (t-s 1 -s 2 ) 

si+s 2 <t 

— 2dydl j dsids 2 D x (si)D y (s 2 )Di(t — si — s 2 ) 

Sl+S 2 <t 

= 2dydlD x * D y * Di{t) = 2D x+y+l (t)dydl 

= \f^i l + x + y) <*P (- — X 2 t V? ) d V dl 
D a (u) designant la densite de To en u sous P . 
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Ces egalites impliquent le lemme annonce (voir egalement [Fit99] pour une autre 
demonstration). □ 



Suite de la preuve de la Proposition 2.2 



Avec les notations du Lemme 2.4, on peut ecrire : 

(3\Yt\ + 7-Lt = (\Y t \ + L t ){^ + (J3 — 7)6*), ce qui implique la formule suivante : 



I(p, 1 ,x,t)=E 



z(x + z) exp 



-{x + zf 
2t 



+ zUp^ I dz 



ou Up 7 = 7 + (0 — 7)©t est une variable uniforme sur [/?, 7] (ou bien [7, 0] si 

7</3). 

Nous allons a present distinguer plusieurs cas, selon les valeurs de j3 et 7, 

Supposons (3, 7 < : Dans ce cas, le theoreme de convergence monotone 
prouve que E[J^° z(x+z)e~ < - < - x+z "> / 2t )+ zU n,i dz] croit vers E[/ °° z{x+z)e zU(i --< dz] 
quand t tend vers l'infmi. 



Or pour 4> e R* , J °° z(x + z)e^ z dz = 
On en deduit que si /3 7^ 7 : 



2 

w 



E 



1 



7-/3 
1 



1 4>\ 3 
1 7 



1 







X 



/? 2 7 2 



7-/3 

et que cette derniere egalite se prolonge en fait au cas ou (3 = 7. 

II en resulte que I{(3, 7, x, t) admet comme majorant et comme equivalent : 

31 + ItP 



quand i tend vers l'infmi. 



2 / x 



/3 2 7 2 



Supposons P — 0, 7 < : On a, pour tout z 



F,[e zU ^] 



1 



o7* 



D'ou : 



J_ /_2 

l7l V 7rf3 7 



(re + z)e-< a:+2 ) 2 / 2t dz 

(a; + z)e-(( a;+z ) 2 / 2 *) + ^dz 



On a f^°(x + z)e lz dz < 00, done le deuxieme terme de l'expression ci-dessus, 
negatif, est domine par t -3 / 2 quand t tend vers l'infini. 
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Par ailleurs, 



/>OG 

/ (a; + z)e-^ 2 ' 2t dz = \-t e -^ 2 / 2t 
Jo L 



te 



-x 2 /2t 



admet t comme majorant et comme equivalent quand t tend vers l'infini. 

Ces deux proprietes permettent d'en deduire que I{(3, 7, x, t) admet comme ma- 
jorant et equivalent : 

Supposons 7 = 0, (3 < : Par symetrie, ce cas est evidemment analogue au 
cas precedent. 

Supposons (3 = 7 = : On a : 



Itf, 7, x, t) = \f^£ z(x + z)e-^ 2 / 2t dz 



-tze 



nt 3 

= 2P(Af > x/Vt) 



(x+z) 2 /2t 



V 7rf 



e -(*+zf/2t dz 



ou Af est une variable gaussienne centree reduite. 

La Proposition 2.2 est done vraie dans ce cas puisque I*{(3, 7, x, t) = 1. 



Supposons (3 > et (3 > 7 : On a : 



E[e 2C/ <^] = / 

P - 1 U 



e 0z _ e 7z 

(P - 7)^ 



On en deduit 



Pour tout > : 



J°°{x + z)e-^+^' 2t ^ z dz 



_ te -((x+z) 2 /2t)+4>z 



z) 2 /2t)+4>z dz 



avec 
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Done la quantite ci-dessus admet yj2/irt + 2<j)e^^ x+t ^ I 2 comme majorant et 
comme equivalent quand t tend vers l'infini. 

On peut en particulier en deduire que le second terme de l(0,j,x,t), negatif, 
est negligeable devant le premier quand t tend vers l'infini (quel que soit le signe 
de 7), ce qui permet de prendre : 

I* (/?, 7, x, t) = - J— J- + exp(-#r + tf3 2 /2) 

p — 7 V 7rr — 7 

comme majorant et equivalent de l(0,j,x,t). 

Supposons 7 > et 7 > : Ce cas est analogue au precedent. 

Supposons 7 = > : On a ici : 

I(J3, 7, x, t) = z{x + z)e-^ x+z ^/ 2t ^ z dz 



Or 

roc _ qq 

/ {z(x + z)- 1 tz-t)e- ((x+z ) 2 / 2t ^ z dz= _ tze -«x+z) 2 /2t)+ 7 z =Q 
Jo L 
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On en deduit : 







z dz 



l(0,-y,x,t) = yi^ 00 ( 7 z + l) e -((^) 2 / 2 ^ 
Par ailleurs, on a : 

^ e -(( X +zf/2t)+^z dz = 2e - 7 , +t7 2 /2 _ e -{{*-*)*l*)-1* dz 

quantite equivalente et inferieure a 2e~ lx+tl I 2 . 

La quantite —"fx^J~^ J °° e~^ x+z> / 2t ) +7Z <iz est done negative et equivalente a 

-2^xe-^ x+t ^ I 2 . 

D'autre part, d'apres un calcul precedemment effectue, 
7W ^ f °°(% + z)e~^ x+z ^ 2 l 2t ^ +lz dz est equivalent et inferieur a 



7y/f + 2t 1 2 e-"< x+t ^l 2 (voir l'etude du cas > et > 7). 
En additionnant les trois termes evalues ci-dessus, on obtient done a nouveau : 

I* (0, 7, x, t) = 7^ + 2(t 7 2 + 1) cx P (- 7 .t + rf/2) 
comme majorant et equivalent pour l{0, r y,x,t). □ 



Nous venons done d'achever la preuve des Propositions 2.1 et 2.2, qui entrainent 
la Proposition 2.3. 
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3 Preuve de l'existence de la mesure ( a ^)W^°°^ 
3.1 Quelques lemmes techniques 

L'objet de la Section 3 est de prouver le Theoreme 1. Pour cela, nous aurons 
besoin de deux lemmes, dont le premier est le suivant : 

Lemme 3.1 : Pour tous f3, 7 € R, il existe D(f3, 7) tel qu'on ait, pour tout 
t > 1 et tout x > ; 

J* (/?, x, t) < D(fi, 7) sinh((/3+ + l)x)P (/?, 7, 0, t) 



Preuve : Fixons f3 et 7 dans R, x dans R+, ct supposons t > 1. 

- Si f3 < et 7 < 0, J*(/W) = et /*(/?, 7 ,0,t) = ce qui 

implique : 



J*(f3,x,t) 



xx 



+ |7 

1 n 



■r(/3, 7 ,o,i) 



Si /3 < et 7 = 0, 7, 0,t) = > py^/Jr, et done : 



r(p,x,t)< pj*G9,7,o,t) 



Si /3 < et 7 > 0, I*(/3,7,0,*) > - ^' d '°* : 



J*(/3,x,t) < 



0* 



1*09,7,0,*) 



Si /3 = et 7 < 0, J* (/?, a, t) = y^x et I* (0, 7, 0, t) = ^ ^ , d'ou 

J*(/W) = \i\xr(0,i,O,t) 
Si /3 = 7 = 0, /*(/?, 7 ,0,i) = 1 > ^ > yf±, et : 

J*(/3,a5,t)<a;r(^7,0,t) 
Si /3 = et 7 > 0, J*(/9,7,0,t) > ^^f t , d'ou : 

J*(/W)<z(7-/3K*(/?,7,0,i) 



^^ + 2sinh(/3a ; )e^ 2 / 2 et /*(/?, 7, 0,t) > 



- Si /3 > et 7 < /3, J*(/3,x,t) 

/3- 7 V t* 3 /3-7 

On en deduit que : 



,; , ?.,,,) : max ( ^ ^ .sinhGSa;)^^ J*(/?, 7 ,0,t) 
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Or x < ™MM, d'ou : 



/ ; l.v.l):. max(^^,^^)smh(/3z)/*(ft7,0,i) 



- Si 13 > et 7 = ft on a I* (ft 7, 0, i) > ^ + 2e^ 2 /2. 
On obtient done : 



J* (ft x, i) < max ( — , sinh(/3x) ) 7* (ft 7, 0, i) 



<max( — ,l) S mm3x)I*(/3, 1 ,0,t) 



Si /? > et 7 > ft on a I* (ft 7, 0, t) > ^ + ^e^ 2 d'ou 



ou 



— iSmHf3x ) — 

- ~ P 7^/3 
/33 ' 7 



J*(J3,i,x) < max ( x^— ^ sinh(ftx)^-^ ) J* (ft 7,0,*) 



< max ( 1— L , ) sinh(ftr)r (ft 7, 0, t) 



Le Lemme 3.1 est done prouve dans tous les cas. □ 
II est utilise pour demontrer le lemme suivant : 

Lemme 3.2 : Pour tous a G R £ , 7 € R, il existe H (a, 7), ip(a) € R + 
ieZs que pour tous x e R + . k <E E, et t > 1 : 

Z*(a, 7, x, fc, t) < iJ(a, 7) exp(-0(a)x)Z* (a, 7, 0, 0, t) 

Preuve : On observe, tout d'abord, que quels que soient /3 et 7, il existe C(ft 7) 
tel que pour tous x, t : 

i* (ft 7, x, t) < c(ft 7 ) (1 + x)r (ft 7 , 0, t) 

(en fait, I* (ft 7, z, t) < I*(P,j,0,t) des que sup(ft7) > 0). 
On en deduit que pour tous a — (a m ) m eE € H E , 7 € R, i, a; € R+ : 
^ ^ m r(a m ,"f,x,t) < C(a,j)(l +x) ^ m /*(o; m ,7,0, t) 

<C(a,7)(l + a;)Z*(a,7,0,0,t) (*) 
ou C(a, 7) = max{C(a m , 7), m € i?}. 

A present, posons 5(a) = max{a+,m e ^ = min{/i m ,m € (1/ > 
puisque \i m > pour tout m £ £), et D(a, 7) = max{Z)(a m , 7), m <G £?}. 
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Si t > 1, le Lemme 3.1 permet d'obtenir les inegalites suivantes : 



J*(a k ,x,t) < D{a k ,i) sinh((a+ + l)x)I*(a k , 7, 0, t) 



m£E 



< D(a, 7 ) sinh((<5(a) + l)x) £ ^/*(a m , 7 ,0,i) 



< D( "' 7) sinh((5(a) + (a, 7, 0, 0, t) 



On en deduit, en utilisant l'inegalite (*) : 



Z*(a,j,x,k,t) < [ J( "' 7) +C(a,7) ) exp[(5(a) + l)ar]Z*(a, 7, 0, 0, t) 



ce qui acheve la demonstration du Lemme 3.2. □ 

Ce lemme nous permettra d'achever la preuve du Theoreme 1, ce que nous 
faisons dans le paragraphe suivant. 



3.2 Preuve du Theoreme 1 

Soient a € R B , 7 £ R, s > et A s e J s . En utilisant la propriete de Markov 
au temps s, on obtient, pour tout t > s : 



7) W (t) [A s ] = W 



(0,0) 



w 



(0,0) 



s W(o,o)l eaNtXt+lLt ] 
W ( o, 0) [e"^^+^|^] 
A * W (0 ,o)[e^ x <+^] 



= W 



(0,0) 



lA s e 



W 



(0,0) 



- , , W (0 , 0) [e a ^+^- L ^\X Sl N s 
W (0!0) [ e Q « t x *+^] 
Z(a^,X s ,N s ,t-s) 



l As exp(7L s ) 



Z(a,7,0,0,t) 



On sait que exp( 7j L s )^^^^_£) est equivalent a exp( 7j L s ) z { z*}£^o,6j) S) 
quand t tend vers l'infini, L s , X s , N s etant fixes. 



Or Z*{a, r y,x,k,u) = Mm-f* {^m, 7, x, u) + J*(a k ,x,u) pour tous x, k, u, 

done d'apres les expressions de I* et J* donnees precedemment, on a les equiv- 
alents suivants : 
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Conditions sur a, 7 


Equivalent de (a, 7, x, fc, tt) quand u — > 00 


7 > am pour tout 
m, 7 = a m ssi m G 
J, J sous-ensemble non 
vide de E, et 7 > 


2 E Mm «7 e" 7X+ " 7 /2 

VmeJ / 


7 > a m pour tout m G 
£" et 7 > 


VmeB 7- "'"/ 


a m = max(a) = a 
ssi m G J (J sous- 
ensemble non vide de 
£7), a > 7 et a > 


e u&2/2 ( E^m) e~ a * + 2sinh(aa;)l fce jj 


7 = 0, a m = si to G 
J (sous-ensemble non 
vide de E 1 ) et a m < 
sinon 


E Mm 


7 = 0, ctm ^ pour 
tout m (z E 




a m — si to G J (sous- 
ensemble non vide de 
£7), a TO < sinon, et 
7 < 


y / £ Mm \ 

V™ 1 | 7 | + *!fceJ 1 


a m < pour tout to G 
E et 7 < 


V 7T« 3 ( S Mm a 2 7 2 + ^ I + E Qm7 ) ) 



On en deduit que l'expression exp(7-L s ) Z ^ a z[a^oot) ^ conver g e > quand t tend 
vers l'innni, vers M(a, 7, X s , N s , L s , s). 

Par ailleurs, si t > s + 1, on a, d'apres le Lemme 3.2, les inegalites : 

Z{a,~f,X s ,N s ,t-s) < Z*(a,-y,X s ,N s ,t-s) 



De plus : 



< H(a,7)e ,/j(Q)X3 Z*(a,7,0,0,t-s) 



Z(a, 7 ,0,0,t)> -Z*(a, 7, 0,0, t) 



pour i assez grand, puisque Z(a, 7, 0, 0, t) est equivalent a Z*(a, 7, 0, 0, t) quand 
t tend vers l'infini. 



D'autre part, pour t assez grand : 

Z*(a,7,0,0,t- s) 
Z*(a, 7 ,0,0,i) 

II en resulte que pour t assez grand : 



< 2M(a,7,0,0,0,s) < 2 



Z(a,7,0,0,i) 
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Ce majorant etant integrable sous W( .o)> on en deduit le Theoreme 1, par 
convergence dominee. □ 



4 Etude du processus associe a ("^W^ 

Dans cette section, nous allons prouver le Theoreme 2 en distinguant plusieurs 
cas, selon l'expression de la martingale (Mj a ' 7 ^) s >o, 

M S (Q ' 7) = M(a,^,X s ,N s ,L s ,s) etant la densite de la restriction de ( q >t)W(°°) 
a T s , par rapport a celle de Wmm (nous noterons plus simplement M s cette 
densite s'il n'y a pas d'ambiguite possible). 

4.1 Cas ou 7 > a m pour tout m et 7 > 

Sous W^o), {Y s = L s — X s ) s >o est un mouvement brownien. La densite de la 
loi de (Y u )o< u < s sous ( a 'T)w(°°), par rapport a celle d'un mouvement brownien 
sur [0, s], est done egale a M s — exp(7Y" s — s-f 2 /2). 

Par consequent, (Y s )s>o est un mouvement brownien avec drift 7 sous ("^W^ 00 ) , 
et (X s ) s >o peut etre obtenu a partir de (Y s ) s > grace a l'expression : X s = 

I sup Y u ) -Y s . 
\ue[o,s] J 

On en deduit que (X s ) s >o a meme loi que la valeur absolue d'un processus 
bang-bang de parametre 7. 

Par ailleurs, N s n'intervient pas dans l'expression de M s , done le processus 
(N s )s>o, sachant (X s ) s >o, a meme loi sous ( q 'T)w(°°) que sous W( .o)- 

4.2 Cas ou max{a m , m e E} > max(7, 0) 

Dans ce paragraphe, nous posons a — max{a m ,m S E} et nous notons J 
l'ensemble (non vide) des elements m de E tels que a m = a. Commengons tout 
d'abord par etudier le cas particulier suivant : 

a) Cas particulier : 7 = et il existe m G E tel que J = {to} 
On a dans ce cas : 

M s = e~ s&2 ' 2 (e-« x ° + — smh(aX s )l Ns = m ) 

\ Mm / 

pour tout s > 0. 

Considerons a present un processus (Y t ,Rt)t>o sur Re defini de la maniere 
suivante : 

- (Y t )t>o est la valeur absolue d'un mouvement brownien avec drift a. 

- Soit X l'ensemble des intervalles d'excursion de (Y t )t>o- Conditionnellement a 
{Yt)t>o, (Rt)t>a est constant sur chaque intervalle / € X (R t = Ri pour t G I), 
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avec Rj — m p.s. si I est l'unique intervalle d'excursion non borne de (Y t )t>o, 
et avec les autres (Ri)i e z independants de loi ji. 

Montrons alors que ( a >°)w(°°) est la loi du processus (Y t ,R t )t>o- 

Pour cela, observons que si t > 0, k 6 E et si F est une fonctionnelle mesurable 
bornee de C([0, £],Re) dans R, on a : 

E{F((Y s ) s < t )l Rt=k ]=E{F((Y s ) s < t )P(R t = k\(Y s ) seR+ )} 

= E[F((Y s ) s <t) (lk=ml\/s>t,Y s >0 + Mfel3a>t,Yi=o)] 

= E[F((r s ) s < t )(U =m P(V S > t,Y a > 0\Y t ) 
+ » k P(3s>t,Y s =0\Y t ))] 

compte tenu de la propriete de Markov de (F s ) s >o- 



Comme Y t — l-B^I ou {B\ a ') t >o est un mouvement brownien avec drift a, 
on a : 



>(a) 



P(3s >t,Y s = 0\Y t ) = E[P(3s > t, = 0\B ( t &) ) 



\B 



(a) I 



Or P(3s > t, Bi a) = 0\B!t a >) est egal a 1 si B\ a> < et a e 
le premier cas est evident et le deuxieme resulte du fait que ( e ~ ZG! ^* AT o ) t > s est 
une martingale bornee si To = inf{i > s, b\°^ = 0}. 

Compte tenu des densites en Y t et en —Y t de la loi de B^ : 



3 (a) 



(a) 



-2aB 



(a) 



si Bf ] > : 



-2aB 



(a) 



P(3s >t,Y s = 0\Y t ) = P(B ( t &) = -Y t \Y t ) + e- 2aYt P(Br = Y t \Y t 



2ay tl 



,(a) 



-2aY t 



,aY t 



,aY t + , 



-aYt 



ct done 



p(Vs>t,y s >o|r t ) = i 



-&Y t 



■ e aY t+e -aY t C OSh(aY" t ) 

sinh(aYi) 



cosh(ay t ) cosh(alt~ 



On en deduit, en utilisant la densite de la loi de (Y s ) s < t par rapport a celle du 
mouvement brownien reflechi : 



E[F((Y s ) s < t )l Rt=k ] 



E 



sinh(ay t ) e 
F((Y s ) s < t ) lfc=m— ittt^tt + Mfc 



-aY t 



= w 



(0,0) 



F{{X s ) s < t )cosh(aX t )e- t&2 / 2 



'cosh(aYi) cosh(aYf) 
sinh(aX t ) e 



-aX t 



= w 



(0,0) 



F((X s ) s < t )l Nt=k e 



-ta 2 /2 



-aX t 



' cosh(aX 4 
— sinh(aX t )ljv t = 



cosh(aX t ) 



t a <°W°)[F{(X a ) 8 < t )l Nt=k ] 



Nous avons done montre que la loi de ((Y s ) s < t , R t ) et celle de ((X s ) s < t , N t ) sous 

( Q ,0) W (oo) gont 6gales , 

Par ailleurs, la loi conditionnelle de (R 8 ) g <t sachant ((Y s ) s < t , Rt) peut etre 
decrite de la maniere suivante : si X t est l'ensemble des intervalles d'excursions 
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de (Y s ) s <t, Iq Pelement de X t contenant t, et pour tout I € Tt, Ri = Rs avec 
s quelconque dans I, alors Ri = Rt p.s., et les variables {Ri)iei t \i a sont in- 
dependantes de loi fi. 

On deduit de cette description que la loi de (R s ) s <t sachant ((Y s ) s < t , Rt) est 
egale a celle de (iV s ) s < t sachant ((X s ) s < t , N t ) sous W( .o), et done egalement 
sous ( Q ' )w(°°\ puisque la densite de ("^W^ 00 ) par rapport a W( ,o) ne depend 
que de X t et Nt. 

Sous ( a ' )w( oo \ on a done d'une part Pegalite des lois de ((Y s ) 8 < t , Rt) et de 
((X s ) s < t , N t ), d'autre part Pegalite des lois conditionnelles de (R s ) s <t sachant 
{(Y s ) s < t , Rt) et de (N s ) s < t sachant ((X s ) s < t , N t ) : il en resulte Pegalite des lois 
de (X s , N s ) s < t et de (Y s ,R s ) s < t . 

Le resultat annonce au debut du paragraphe est done demontre, ce qui acheve 
la demonstration du Theoreme 2 dans le cas particulier a). 

De plus, ce resultat entraine les faits suivants, valables pour tout s > sous la 
probabilite Ko)w(°°) : 

- Conditionnellement a T s et au fait que X t ne s'annule pour aucun t > s, 
Leo — L s est nul. 

- Conditionnellement a T s et au fait que X t s'annule pour au moins un t > s, 
Loo ~ L s est une variable exponentielle de parametre a. En particulier, est 
une variable exponentielle de parametre a. 

Ces proprietes resultent du fait que le mouvement brownien avec drift a est 
un processus fortement markovien dont le temps local total en zero est une vari- 
able exponentielle de parametre a. 

Remarque : Si E = { — 1,1}, \x\ = /U_i = 1/2 et m = 1, le processus 
(X t N t )t>o, qui est un mouvement brownien sous W( ,o)> est un mouvement 
brownien avec drift a sous ("• )W^ 00 '. 

Cela se verifie aussi bien avec la martingale (M s ) s >o qu'avec la description du 
processus (Y t ,R t )t>o donnee ci-dessus. 

Nous pouvons a present traiter le cas suivant, plus general : 

b) Cas ou il existe m G E tel que J = {m}, mais ou 7 < a n'est 
pas necessairement nul 

On a maintenant : 



D'autre part, sous 

(a,o) w (oo) ) Lqo est 

une variable exponentielle de parametre 
a ; on peut done definir la mesure de probabilite suivante : 




+ — sinh(aX s )lAr s= . 




a — 7 



exp( 7 L co ).( a ' )w( 00 ) 



v = 



a 
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(sous laquelle est une variable exponentielle de parametre a — 7) . 



Montrons que v est exactement la mesure ("^W^ 00 ) que nous etudions, celle-ci 
etant done absolument continue par rapport a ( Q '°)w( 00 '. 

Pour prouver ce resultat, fixons s > et A s S T s . On a : 



= W 



i/(A a ) = ( tt '°)w(°°) 
a — 7 



a — 7 
a 

a — 7 
a 



lA.e 7L "e 7(I "»- L ' 



(0,0) 



1 



Par ailleurs, si Tq = inf {u > s, X u = 0} et si t > s, on a : 

(a,0) W (oo) [To < t)A j = W(0i0) [M t (a ' 0) .l To < t .l A J 

puisque {To < i) et A s sont ^-(-mesurables. 

De plus, {T < i) et A s sont egalement JFT At-mesurables, done d'apres le 
theoreme d'arret : 

(a,0) W (oo) [To < tj Ag] = W (0 , 0) [M^l To < t l A J 

= W (0 , )[M^ 0) l To < t lAj 
En faisant tendre t vers l'innni, on a, par convergence monotone : 
(«,o) w (oo) [To < oo, A s ] = W ( o,o)[a4: ,0) 1to<oo1aJ 
= W (0 ,o)[m(^ 0) 1 As ] 

puisque To < oo p.s. sous W( 0> o)- 
II en resulte : 

(a,0) W (oo) [T() < exj, A s ] = W (0 ,o)[lA s W (0 ,o)[M^' 0) |^]] 

' (0,0) [ 1V1 T 



= (a.O)-^y(oo) 
= (a.O)w(oo) 



A/. 



(a,0) 



W ( o, 0) [ e -( T "-) a2 / 2 |^] 
e_fiXs + it sinh(aX s )l JVs = r . 



Or, conditionnellement a T s , Tq — s est le temps d'atteinte de zero d'un mou- 
vement brownien issu de X s . On en deduit : 



W 



(0,0)1 



-(T -s)a 2 /2 



-aX„ 



et 



(a,0) w (oo)j To < = (a,0) W (oo) 



e_fiXs + ^ sinli(a-X'«)liv.=r. 
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autrement dit : 

(a,o) w (oo)[ To <00 |^ s ] = 



-&X S 



e- &x ° + ^ smh(aX s )l Ns=v 



La loi conditionnelle de — L s , sachant la tribu engendree par T s et l'evene- 
ment {To < 00} , a ete decrite a la fin de l'etude du cas a). On deduit de cette 
description l'egalite suivante : 



(«.0) W(°°) [ e 7(ioo-£ s ) 



^ e ~ &Xs + JZ smh(aX s )l N , =m 
e ~ &Xs + it sinri(aX s )ljv s=m 



II en resulte 



u(A s ) = W (0 ,o) 

= W (0;0) [1a s M(^)] 
On a done l'egalite cherchee : 



1 A e ^- sa2 / 2 [e- aX = + ^-^«i 



+ — '- smh(aX s )l Ns = 



v = ( q .7)\y(oo) 



qui implique le Theoreme 2 dans le cas b). 



c) Cas general 

Une fois le Theoreme 2 prouve dans le cas particulier b), il est facile de l'e- 
tendre au cas general a > max(7, 0). 

En effet, dans ce cas, la loi de (X t , N t )t>o est une moyenne des lois donnees en 
b), avec une ponderation ■£ m flk pour chaque m G J. 

ke.J 

On en deduit que le processus canonique sous ( a '7)w(°°) peut etre decrit de la 
meme maniere qu'en b), sauf que sa derniere excursion se situe sur une branche 
quelconque appartenant a J, choisie aleatoirement a l'aide de la mesure n : ceci 
correspond exactement a l'enonce du Theoreme 2. 



4.3 Cas ou 7 < et a m < pour tout m E E 

Dans ce cas, on a : 

M s = e^{l + 6 Na X s ) 
ou les (6k)keE, positifs, dependant de a, sont tels que : 

k£E 

Nous allons tout d'abord supposer qu'il existe m € E tel que 6k — — si k = m, 
et 9k = si k 7^ m. 



Dans ces conditions : 



1 H X s l Ns=m 



23 



Considerons alors des reels positifs I et s, une variable aleatoire ^-mesurable 
bornee Y (r; etant l'inverse, pris en I, du temps local de (X t )t>o), et une fonc- 
tionnelle F mesurable bornee de C([0, s],Rb) dans R. 

On a, lorsque t > : 

(a,7) W (oo) [ ln < tY F((X Tl+u , N Tl+u ) <u<s)} 



= W( ,o) 

= W (0,0) 
= W (0,0) 



+u)o<u<s) 

M ( ( t+I)\(r ! +s) 1 ^<t^((^!+«'^+")o<«<s) 
r(«.7) , 



M^^((X ri+ „,7V r!+ „)o<„< s )l r! < t y 
en utilisant le theoreme d'arret pour la deuxieme egalite. 

Le theoreme de convergence monotone entraine alors, en faisant tendre t vers 
l'infini : 

(a.7) W (~) [ 1t[<ooY F {{X Tl+u , N Tl+u ) <u<s)} 

= e 7, W(o, 0) L-r^+.-Lr,) ( x + \j\_x n+s l NTi+e=m ) F((X Tl+u ,N n+u ) < u < s )Y 

L V Mm / 

compte tenu du fait que t\ < oo p.s. sous W( 0-0 ). 

D'apres la propriete de Markov de l'araignee, (X Tl+u , N n+u )o< u < s est indepen- 
dant de T Tl sous W(o,o) et a meme loi que (X u , N u )q< u < s . 

On en deduit : 

K7) W (oc) [lL ^ lYF ((X Tl+U7 N Tl+u )o<u<s)} 

= cxp( 7 («>7) W (oo) [ F (x u , N u ) a < u < s ]W (m [Y] 
En particulier, pour F et Y egaux a 1, on obtient : 

(a, 7 ) w (oo)j Loo >j] =exp( 7 /) 

On a done les caracteristiques suivantes : 

- Loo est une variable exponentielle de parametre 

- Conditionnellement a Loo > I, {X s , N s )q< s < Ti est une araignee brownienne 
arretee en 77, et {X n+S , N Tl+s ) s > a pour loi ( Q '7)\\K°°) ; de plus, ces deux pro- 
cessus sont independants. 

On deduit de ce qui precede que conditionnellement a Loo = I, {X s , N s )q< s < Ti 
est encore une araignee arretee en 77, et (X n+S , N Tl+s ) s > est un processus de 
loi ( Q ' 7 ) W(°°\ conditionne par le fait qu'il ne s'annule qu'au temps zero, les 
deux processus etant encore independants. 
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Pour determiner la loi du deuxieme processus, considerons s > 0, A s € T s , 
I > et t > s. On a : 

K7) W (oc) [As;T; < t] = W(0 , 0) [M t (Q ^l As l ri < t ] 
( Q ,7) w (oo )[As;Ti <Qo]= W(0i0) [M^l A J 



d'ou 
et done 



(a, 7) 



W^fA^Loo < J] = W (0 ,o) [(Mi a >T) - M^I } )1a s ] 



w 



(0,0) 



,7i» 



Mm J J 



= W (0 , )[i a </]W (0 ,o) 

Comme ("^w^ [L^ < i] = 1 - e^, on a : 

(a l7 ) w (oc)r A , L < 



1a, 1 + M^Iat^™ J - eA \L S < I 



— — (0 < 0) 

1-67' 4j 



1a. ( ^ f 1 + ^I s l ft=ra ) - e 7 ' ) |L. < Z 



/'n 

7l 



1a, ( e^ 3 I 1 + ^X s l 



,7* 



ou W S (Z) est la loi de (X M , N u ) u < s conditionne par l'evenement {L s < I}. 



1 /_2_ 

7TS " 



Quand I tend vers zero, W( ° 1 '^ > ^, 3 ~^ tend vers A 

D'autre part, si L s < 2 et si (X s , N s ) est fixe, e 7is ^1 + jp-X s lAr s=m ^ — e 
tend vers — X s 1n - m quand I tend vers zero. 

Mm 



7 i 



Ceci permet de demontrer : 

(«.7) W (oc) [As | ioo=0]= ^ s ( ) 



2 X s 
1a 5 a/ 1jv_= 



TTS /Lt„ 



N s =m 



ou W s (0) est la loi d'une araignee sur [0, s], conditionnee par sa non-annulation 
en dehors du temps ; sous W s (0), {X u ) u < s est un meandre brownien de duree 
s. 

On en deduit que sous ( a >7)\y(°°) ; et conditionnellement au fait que X s > 
pour tout s > 0, (X s ) s >o est un processus de Bessel de dimension 3, et N s = m 
pour tout s. 

On a done la description de (X t , N t )t>o dans le cas ou un seul des Ok precedem- 
ment donnes est nul. 



Le cas general est simple a etudier a present ; en effet, il sufHt de faire une 
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moyenne ponderee des mesures precedemment decrites pour chacun des m 6 E 
(avec la ponderation Mr j'^"' ) . 

Remarque : Dans le cas etudie ci-dessus (7 < et a m < pour tout m), on 
peut verifier directement, a partir de l'expression de M s , que la loi du processus 
(X u ) u < s a une densite e 7is (l + |7|-X" S ) par rapport a la loi d'un mouvement 
brownien reflechi sur [0, s]. 

La validite de la description de (X s ) s >q donnee dans le Theoreme 2 peut alors 
se deduire du Theoreme 1.1. de |RVYD5] (applique a la fonction 4>{y) = |7|e 7!/ ) 
et du theoreme d'equivalence de Levy. 
Par ailleurs, dans le cas ou 9k > ssi k = m, on a : 

(«.7) W (oc) [iVt ^ m] = w r e7 i tl ] ^ 

t— >oo 

ce qui donne une preuve rapide du fait que l'excursion non bornee de (A s ) s >q 
se situe presque surement sur la demi-droite d'indice m. 

4.4 Cas ou 7 = et a m < pour tout m E E 

Ce cas est le plus simple de tous : ("^W^ 00 ) est exactement la loi d'une araignee 
brownienne, puisque Mi"' -* est constante et egale a 1. 

A present, nous venons d'achever la preuve du Theoreme 2 dans tous les cas 
possibles. □ 

Remarque : Le Theoreme 2 indique differents comportements possibles pour 
le processus limite, selon les valeurs des reels a m (m G E) et 7. 
Cette distinction de cas generalise celle que B. Roynette, P. Vallois et M. Yor 
obtiennent dans |RVY05| lors de l'etude des penalisations exponentielles du 
mouvement brownien. Une distinction de cas du meme type apparait egalement 
dans les resultats prouves par Y. Hariya et M. Yor dans |H Yf)4| . 

Par ailleurs, il pourrait etre interessant d'etudier d'autres penalisations de l'araignee 
brownienne, liees par exemple aux temps passes par l'araignee dans les dif- 
ferentes branches, dont la loi jointe, sur un intervalle de temps fixe, est decrite 
en |BPY89b| . 



5 Preuve du Theoreme 3 

Soit v une mesure de probability verifiant les conditions de l'enonce du Theoreme 
3. 

La famille des variable aleatoires (g(s, X s , N s )) s > est une martingale sous 
W(o,o), ce qui implique les resultats suivants, compte tenu du semi-groupe de 
l'araignee brownienne : 
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- Pour tous x e R+, s>0etme£, §§(s,x,m) + ±§^f (s,x,m) = 0. 

- Pour tout s > 0, X) Mm||(s,0,m) = 0. 
La premiere egalite donne : 

h'(a)f m (x) + \h{s)f^{x) = 
Comme /i(s) est non mil pour tout s, on en deduit : 

fm( x ) = fm{x) 

ce qui implique que C = -^y- ne depend pas de s. 

Si on suppose C > 0, /^(x) es t negatif pour tout x, et est decroissante. 
Comme f m est une fonction positive, la limite de f' m (x) quand x tend vers Pin- 
fini est positive, et f m est croissante : pour tout x, f m (x) > / m (0) = 1. 
On en deduit que fm( x ) = — 2C/ m (x) < — 2(7, ce qui est contradictoire avec la 
positivite de f m . 

Si on suppose C = 0, toutes les fonctions f m (to € E 1 ) sont afEnes et posi- 
tives : f m {x) = 1 + A m x ou A m > 0. 

Or, pour tout s > 0, Mmff( s i0j m ) = 0, ce qui implique ^m^m = 0, 
d'ou A m = pour tout to. 

La mesure ^ est alors egale a W(o,o), ce qui est exclu dans Phypothese du 
Theoreme 3. 

Nous venons done de prouver que C est strictement negatif, notons le — /3 2 /2, 
avec (3 > 0. 

Comme h(0) — 1 (puisque /o(0) = 1), on a h(s) — e~ s/3 I" 1 comme annonce, et 

On en deduit qu'il existe S m et A m € R tels que : 

f m (x) = S m exp(-/?x) + X m sinh(/3x) 

pour tout x > ; comme / m (0) = 1, S m = 1 pour tout to. 

Par ailleurs, f m (x) > pour tout x > 0, done A m > pour tout to. 

De plus, on doit avoir, pour tout s > 0, Mmff( s i 0; m ) = 0, ce Qui i m ~ 
plique J] Mm/™(0) = 0, soit J] /z m (l - A m ) = et J] /i m A m = 1. 

m£E m£E m£E 

On en deduit que v est une moyenne ponderee des mesures 

ponderation etant [i m A m , ce qui acheve la preuve du Theoreme 3. □ 

Les processus associes aux mesures verifiant Penonce du Theoreme 3 peuvent 
6tre consideres comme des generalisations du mouvement brownien avec drift. 
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